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Curvas y Superficies. Examen V

Ejercicio 1. Para cada r € R\ {—1, 1} consideremos la curva
a, R — R? a,(t) = (rt + cos(t), sin(t)).
a) Probar que «, es regular y determinar la curvatura de a..

b) Deducir que k,, no se anula si y sélo si |r| < 1, y que en ese caso
1—1r
b > T3 1
Ejercicio 2. Consideremos el cono
C={(z,y,2) € R®: 3(z* +¢*) = 2%, 2> 0}
y la aplicacion
F: R"xR — R?
(r,0) — F(r,0) = r(cos(),sin(f), v3)
a) Probar que C' es una superficie regular orientable y que
F(]0, +o0[xR) = C.
Demostrar que para cada s € R la aplicacion
X, :Rtx]s, s+ 2n[— R? X5 = Flrtxs,s42n]>
es una parametrizacion de C'.

b) Demostrar que existe una tinica aplicaciéon de Gauss N : C' — S? tal que

Fr X Fg
HF r X Fp || ‘
Determinar la expresion local en la carta X, de C, s € R, de la primera forma
fundamental, la segunda forma fundamental, el endomorfismo de Weingarten,
la curvatura de Gauss, la curvatura media y las curvaturas y direcciones prin-
cipales (en la direccién de N). Determinar para cada p € R*\ {0} y w € R? la
tinica geodésica en C' que pasa por G(p) con velocidad dG(p) € T, C.

NoF =

¢) Identificando R*\ {(0,0)} con la superficie regular

(R*\ {(0,0)}) x {0}
de R3, probar que la aplicacién
1

2vVu? + v?

es una isometria local entre superficies regulares.

G:R2\ {(0,0)} — C,  G(u,v) = (u? — v?, 2uv, V3(u? + v?)),

Ejercicio 3. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones:

a) Si S1,S, son superficies regulares orientables isométricas en R?, entonces S
es minima si y sélo si S, es minima.

b) El hiperboloide
{(z,y,2) eR*: 2® + > = 2> + 1}

es isométrico al cilindro S! x R.
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Solucion.

Ejercicio 1. Para cada r € R\ {—1, 1} consideremos la curva
o, : R — R? a,(t) = (rt + cos(t), sin(t)).

a) Probar que «, es regular y determinar la curvatura de .

Para ver que «, es regular, tenemos que ver, por definiciéon de curva regular,
que ol.(t) #0 Vt € R. Es claro que

al(t) = (r —sent, cost)

Ahora
r—sent =0

a(t) =0 <~ {

cost =0

Por la segunda ecuacién, necesariamente ¢t = w/2 + km, con k € Z. La primera
queda entonces

r—sen(%—i—km):o

y dado que
sen (g - k:7r> e{-1,1} VkeZ

tenemos que

T r—1=0+<«= r=1 kmod 2=0
r—sen(——l—knr):O <—
2 r+l1=0 <= r=—-1 kmod2=1

Es decir, al(t) = 0 <= r € {—1,1}. Teniendo esto dltimo en cuenta, es
inmediato que

a, es regular para cada r € R\ {—1,1}

Para obtener la curvatura, fijado r € R\ {—1,1}, dado que «, es plana, puesto
que el codominio es R?, y regular, podemos usar la férmula vista en teorfa:

o (1) = S0, ()

o (D)
Calculamos el numerador, usando que o/ (t) = (— cost, —sent)

r—sent —cost|

/ 1 —
det(OZ,«(t)aO‘ (t)) o cost —sent|

; —(r —sent)sent + cos* t =

—rsent +sen’t +cos’t =1—rsent

y el denominador (trabajamos con la norma euclidea denotada por | - |)

o (t)|* = (r—sent)*+cos®t = r*—2rsent+sen® t+cos’t = r*—2rsent+1 =
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|O/r(t)|3 = (7”2 — 2rsent + 1)3/2
y juntando ambas cosas

1 —rsent
(r?2 — 2rsent + 1)3/2

kaT (t) =

b) Deducir que k,, no se anula si y sélo si |r| < 1, y que en ese caso

1 —|r]
ko, 2 -
" (1)

Como el denominador nunca se anula por ser la curva regular, tenemos que

1
ko, (t) =0 <= 1 —rsent =0 <= sent = —
”

Como sen(t) € [—1,1] para todo t € R, debe ser
! :'%‘gl = |r|>1
Peror e R\ {—1,1}, luego |r| # 1y

ko, (1) =0 <= |r| > 1
y entonces esta claro que

ka, (t) no se anula <= |r| <1

Para ver que se da la desigualdad del enunciado, supongamos que |r| < 1.
Usando que rsent < r < |r|, para todo ¢t € R, vemos que
(*)
rsent < |r| <= —rsent > —|r| <= 1 —rsent>1—|r|

Ahora, hay que acotar superiormente el denominador por (|r|+ 1)3. Se deduce
directamente de la expresion de /. y de la desigualdad triangular

, (*)+| cos t|<1

ol (t) = (r—sent,cost) = |a.(t)] = /(r —sent)? +cos?t < VIrP+1=

I+ < P+ 1] = [l + 1 = |en ()] < (7 + 1)°

de donde

1 —rsent 1—|r|
ko (1) = >
=T oF 2 TP

Vte R
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Ejercicio 2. Consideremos el cono

C={(r,y,2) € R?®: 3(2* +9*) = 2, z > 0}
y la aplicacion

F: R" xR — R?
(r,0) — F(r,0) = r(cos(),sin(f), v3)
a) Probar que C es una superficie regular orientable y que
F(]0, +o0[xR) = C. (1)
Demostrar que para cada s € R la aplicacion
X, : Rt x]s, s + 2n[— R, X = Flr+xs,s42n]> (2)

es una parametrizacion de C'.

Vamos por orden. Primero vemos que C' es una superficie (regular), por ser
imagen inversa (no vacia) del valor regular 0, por la aplicacién diferenciable

f: O — R
(l’,y, Z) — 3(%2 + y2) - 22
donde O = {(z,y,2z) € R*: z > 0} (abierto por ser preimagen de un abierto
(RT) por la proyeccién (x,y, z) — z (continua)). Entonces ) # C' = f~1({0})
(por ejemplo, (0,1,v/3) € C). Comprobamos que 0 es un valor regular por
definicion, pues
Vf(z,y,z) = (6x,6y,—2z)

Si (z,y,2) € C, entonces z > 0, luego —2z # 0, y
Vf(z,y,2) #0 V(z,y,2) €C

Veamos ahora que C es orientable, lo cual es sencillo teniendo en cuenta que
la superficie viene dada como imagen inversa de un valor regular. Sabemos por
teoria que la forma natural de definir la aplicacion de Gauss que determina la
orientacién de C' (denotada por Ny pensando en el siguiente apartado) es:

NO : cC — RB
= o (@y,2) =
VSl /3622 + 36y2 + 422

(Q?,y,Z) = No(x,y,z)

El denominador no se anula nunca por ser C' superficie regular, luego N, esta
definida en todo C, es diferenciable (tipo a)) y, por definicién, C' es orientable.
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Estudiamos ahora que se cumpla (1). Lo probamos por doble contenido.

Demostracion.

<)

U

Sea (z,y,z) € F(Rt x R). Entonces, existen (r,0) € R* x R tal que
(z,y,2) = F(r,0) := (rcosf,rsenf,/3r). Ahora, tenemos que ver que se
cumple que 3(z%+y?) = 2? para que (z,y, z) € C. Igualando componente
a componente, primero calculamos el miembro izquierdo

3(x% + y*) = 3(r* cos? 0 + r*sen® §) = 3(r*(cos?  + sen? ) = 3r?
y luego el miembro derecho
22 = (V3r)? = 3r?

Como r € R*, z = v/3r > 0. Por definicién entonces (z,v,2) € C.

Sea (z,y, 2) € C. Entonces 3(z2+y?*) = 22 y 2 > 0. Tenemos que definir r
y 6 convenientemente. En este punto deberiamos reconocer que estamos
ante algo al menos similar al cambio de coordenadas cartesianas a polares,
por lo que estas definiciones deben ser también similares. En primer lugar

definimos
r=+z?+y>

Estd claro que r > 0. Veamos que r > 0. Si fuera r = 0, entonces 2% +1y? =
0, de donde x = 0 = y. Por la ecuacién del cono, 2? = 3(z* + y?) = 0,
y deberfa ser z = 0, lo cual es una contradiccién con que (x,y,z) € C.
Como (z,y) # (0,0), podemos escribir (z,y) en coordenadas polares. Es
decir, existe # € R tal que z = rcosf e y = rsenf (esto se debe a que,
dividiendo entre r ambas ecuaciones, el punto (z/r,y/r) tiene médulo 1,
es decir, estd en S, y sabemos que la circunferencia goniométrica puede
parametrizarse como (cosf,senf)). Usando que (z,y, z) € C:

2* = 3(2® + y*) = 3(r*(cos® § + sen” 0)) = 3r°

Asi, serd z = 4+/3r, pero como z > 0 (porque (z,,2) € C) y r > 0
(porque 7 = /22 + 42 y (z,y) # (0,0)) debe ser z = +/3r. De esta
manera

(z,y,2) = (rcosf,rsend,V3r) = F(r,0) reRT,0ecR

y en particular (z,y,2) € F(RT x R). O

Falta por ver en este apartado que la aplicacién (2) es una parametrizacion
(local) segin la definicién vista en teorfa. Denotaremos U, = RT x]s, s + 27|
para cada s € R, y

X, : U, — R?
(r,0) — X,(r,0) = (rcosf,rsenb,/3r)

Hay que probar que X, es una parametrizacién local de C. Lo primero es
que el dominio de la parametrizacién Uy es abierto en R? por ser producto de
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abiertos de R. Las componentes de X, son rcosf, rsenf y v/3r, todas ellas
funciones diferenciables de (r, 6), luego X es diferenciable (en ambos casos en
el sentido del analisis).

Ahora, obtenemos X(Us), con el fin a su vez de determinar el entorno para-
metrizado V correspondiente por X;. Para que resulte mas sencillo, hacemos
primero las dos siguientes consideraciones. Intuitivamente, si fijamos r € R,
y consideramos la funcién de una variable g(6) = (r cosf,rsen 6, /3r), obte-
nemos una circunferencia horizontal (paralela al plano xy) a altura v/3r del
cono. Por otro lado, si fijamos 6 € R, y consideramos la funcién de una variable
h(r) = (rcos,rsenf,+/3r), con r > 0, obtenemos una generatriz o semirrecta
del cono (que parte del origen, que no pertenece al cono). En el dominio Uj
estamos quitando los angulos 6 = s y § = s+ 27. Sin embargo, ambos angulos
representan la misma direccién de la generatriz por la 27-periodicidad del seno
y del coseno, pues (coss,sens) = (cos(s + 27),sen(s + 27)), por lo que real-
mente estamos dejando de considerar solo una posible direccién determinada
por 6 = s. Los puntos del cono con esta direccion son los puntos de la forma
r(cos s,sen s,/3), con r > 0. Como r varfa en R*, estamos quitando toda la
semirrecta

R = {p(coss,sens,V/3): p>0}

Con estas ideas vamos a demostrar que X(Us) = C'\ R, por doble contenido.

Demostracion.
C) Sea (x,y,2) € Xs(Us). Entonces, existe (r,0) € U, tal que
(z,y,2) = X(r,0) = (rcos,rsen b, /3r)
Por un lado,
2 + y* = 1%*(cos® 0 + sen? ) = r?
y por el otro
2* = 3r?

luego 3(x% +y?) = 22, y como r € R*, 2 = /3r > 0, luego (x,y, 2) € C.
Como 0 € |s, s + 2x|, entonces (x,y,z) ¢ R, luego (z,y,2) € C'\ RY.

(2 Sea (z,y,2) € C'\ Rf. Como (z,y,2) € C, se tiene que 3(z? + y?) = 22,
con z > 0. Usando las ideas de la demostracién del contenido hacia la iz-
quierda para ver que se cumplia (1), definimos nuevamente r = /2 + 4?2,
y ya sabemos que r > 0, asi como que al ser (z,y) # (0,0), existe 0y € R
tal que z = rcosfy e y = rsenfy. Ademss sabemos que z = v/3r. Por
tanto,

(2,1, 2) = (rcos by, r sen Oy, /3r)

Usando que (z,y, z) ¢ Rf, su direccién no es la de s, es decir,

0o # s méd 27

9 losdeldgiim.github.io
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Existe por tanto 0 € |s, s + 27| (de nuevo, por la 27-periodicidad del seno
y del coseno) tal que

cos) = cosfy senf = sen b,

de donde
(z,y,2) = (rcosf,rsend,v3r) = X,(r,0)
s

Como r > 0y 6 €]s, s+ 2x], entonces (r,0) € Us. Concluimos entonces

que (z,y,2) € X (Us). O
Ahora, dado que ya hemos probado que X (Us) = C \ R;, el entorno para-
metrizado de la definicion de parametrizacion que tomaremos sera claramente
Vs = C'\ R{. Falta probar que X : Ug — V; es un homeomorfismo y que
(dXs), : R? — R3 es inyectiva para todo q € Us.

Para lo primero, ya sabemos que X; : Us — V; es sobreyectiva por definicién
de V,. Debemos ver que X, es inyectiva, y que X;! : V, — U, es conti-
nua. La inyectividad se deduce facilmente, pues, si X(r,0) = Xs(p, ¢), con
(r,0),(p, ) € Us, entonces, coordenada a coordenada

(T cos 9,rsen 97 \/57‘) = Xs(ra 0) = Xs(pa 90) = (p Cos @, psen ¢, \/§:0) =

rcosf = pcosp

rsenf = psen p
V3r=+3p

De la comparacién entre terceras coordenadas se deduce que, al ser v/3 > 0,
r = p > 0. Entonces, en las dos primeras ecuaciones pueden simplificarse las
amplitudes de los senos y cosenos, quedando

{C089 = Cos

sen ) = sen

de donde 6 —p € 2nZ, pero 0, p € |s, s + 27[, por lo que necesariamente 6 = ¢,
y asu vez, (r,0) = (p, ), luego X, es inyectiva.

La aplicacion inversa estara dada por

Xglz Ve, — U,
(z,y,2) — X 'a,y,2)=(r,0)

La primera componente de la aplicacién inversa ya sabemos que es r = /x? + 12,
con r > (. Para la segunda, correspondiente con 6, usamos que (z,y, z) es un
punto de V; = C'\ R, luego la direccién de (x,y) no es la de s. Existe
pues un unico angulo 0 € |s, s+ 27|, tal que (z,y) = r(cosf,senf). Deno-
tamos a dicho angulo 6 = arg, (z,y). Asi, la inversa anterior viene dada por
X Hx,y,2) = (/a2 + 2, arg,(x,y)) = (r,0). Al ser composicién de funcio-
nes continuas cada componente (la segunda es continua ya que el intervalo es
de longitud 27, pero abierto), X! es continua. Por lo tanto, X, : Uy — V; es
un homeomorfismo.

10 losdeldgiim.github.io
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Falta por ver que la diferencial es inyectiva, lo cual sabemos por teoria que
equivale a ver que las parciales (Xj), v (Xs)g son linealmente independientes.
En este caso, dado que X,(r,6) = (rcosf, rsenf,/3r), calculamos

(Xs)r = (cosf,send, \/§)
(X5)p = (—rsenf,rcosb,0)

y como
cosf senf /3| = (—v3rcos, —V/3rsend,r)

—rsenf rcosf 0

y r > 0, se deduce que (Xy),(r,0) x (Xs)o(r,0) #0 V(r,0) € Us.

En definitiva, hemos demostrado que X, : U; — R? es una parametrizacién
local de C, donde el entorno parametrizado es V; = C'\ Rf.

Demostrar que existe una tinica aplicacién de Gauss N : C' — S? tal que
NoF=_"—""""1 (3)

Determinar la expresion local en la carta X, de C, s € R, de la primera forma
fundamental, la segunda forma fundamental, el endomorfismo de Weingarten,
la curvatura de Gauss, la curvatura media y las curvaturas y direcciones prin-
cipales (en la direccién de N). Determinar para cada p € R*\ {0} y w € R? la
tinica geodésica en C' que pasa por G(p) con velocidad dG(p) € Tep C.

Nuevamente seguimos el orden de aparicién de lo que se pide del apartado.
Primero, recordamos del apartado anterior que Xy = Flg+ s s+2x[, lU€g0O

F(r,0) = (rcosf,rsenf,/3r)

F, = (cosf,send, \/5)
Fy = (—rsenf,rcosf,0)
F, x Iy = (—\/gr cos 0, —v/3r sen 0,r)

Ahora,
| E- x Fy|| = \/(—\/§r cosf)? + (—\/57" sen@)? 4+ r2 = V/3r2 +r? 20 oy
luego

F. x F, ( V3 V3 1)

Sr2 | m X osh. —~Zsen . =
15 % By 5 cost, ——-send, >

Esto sugiere definir N : C' — S* como N(z,y, z) tal que (z,y,2) = F(r,0)
para cierto (r,0) € RT x Ry tal que

N(F(r,0)) = <—§ cos 0, —\/75 send, %)
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Vemos que esta bien definida ya que si (1,60), (p,¢) € RT x R, con F(r,0) =
F(p, ¢) entonces por lo que ya hemos visto en la demostracién de la inyectivi-
dad de X, r = py (cosf,senf) = (cos p,sen ), luego

0 = o mdd 27

y N(F(r,0)) = N(F(p, ¢))-

Obtenemos ahora la expresién explicita de N(x,y,z), con p = (z,y,2) € C.
Entonces por (1), p = F(r,0), conr = \/22 + 3% > 0y § € R determinado por

cosf = z senf = Y
r

Por tanto,

V3w V3 oy 1) (_ V3 V3y 1)
2

Nxayaz = __—a__— y
( ) ( 2 22 4 12 2 22 + 12 2 22 +y2  2y/2% + 9?2 )

Ahora es facil ver que N : C — S?, pues

32 342 1 32249 1
N = 171 .
N (z,y,2)| 02+ ) + 422 + o7) t1T e + 12 "

N es diferenciable tipo c), ya que N =io N : C' — R? vista como aplicacién
C — R3 lo es (en el sentido a)), porque sus componentes son restricciones a
C' de funciones diferenciables definidas en el abierto

O ={(x,y,2) € R®: 2* +4* > 0}

Por tanto i o N es diferenciable (tipo a)), y entonces N : C' — S? es diferen-
ciable tipo c¢) por definicién.

Por construccién, N es normal a la superficie, pues N verifica (3), y en particu-
lar, N es perpendicular al plano tangente de C' en cada punto p € C', dado que
T,C = {((Xs)r, (Xs)o), vy N(p) es un producto vectorial de estos dos vectores.

Podemos afirmar ya que N es una aplicaciéon de Gauss. Veamos que es Unica.
Supongamos que existe otra aplicacién de Gauss N : C' — S? cumpliendo (3).
Queremos ver que N = N. Sea p € C. Por (1), existen (r,0) € RT x R tales
que p = F(r,0). Entonces

N(p) = N(F(r,0)) = (N o F)(r,0)
Por la propiedad que verifica N,

~ FXF@

(NoF)(r,0) = m( r,0)

12 losdeldgiim.github.io
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Sin embargo, N también cumple (3), luego

FTXFQ

m(r, 0) = (N o F)(r,0) = N(F(r,0)) = N(p)

Como p € C era arbitrario, concluimos que N = N, luego la aplicacién de
Gauss es tnica.

Obtenemos ahora el resto de cosas que pide el apartado. En la carta X, = Fjy,
usamos las coordenadas (r,6). La base del plano tangente Ty, .0C es B =
{(Xs)r, (Xs)g}. Ya tenemos

(X,)r = (cosf,sen b, v/3)
(X5)g = (—rsenf,rcosb,0)
La primera forma fundamental sabemos que se define como

g T,CxT,C — R
(v,w) — gp(v,w) = (v,w)

En la carta X, tomamos p = X(r,6). Ahora, obtenemos igual que en los
ejemplos vistos en teoria los coeficientes de la primera forma fundamental

E={((X,),, (Xs)r) = |X,|? = cos’ 0 +sen’ 0 + 3 = 4

F = ((Xs)r, (Xs)g) = —rcosfsenf + rcosfsend +0 =0
G = {(Xs)o, (Xs)o) = | Xo|> = r*sen? 0 + r? cos* 6 = r?

Por lo tanto, la matriz de la primera forma fundamental g, en la base B es

o= (2 5)- (3 2)

Ahora, la aplicacién de Gauss en la carta X, es

(Xs)r X (Xs)9
||(XS)7‘ X (Xs>9||

Obtenemos las parciales respecto de r y respecto de 6

N¥ =NoX, =

1
_ 5(_\/§c<)s 0, —V3send, 1)

(NXS)T = (07070>
(N¥)y = %(\/gsen 0, —V/3cos6,0)

Como (Xy)g = (—rsenf,rcosf,0), se tiene que

(N*)g = —Z—T(Xs)e
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El endomorfismo de Weingarten sabemos que viene dado por
Ax, = —dN™*

Por lo tanto
Ax,(Xs)r) = =(N¥), =0

Ax((X)0) = -V = L),

y asi, en la base B, la matriz del endomorfismo de Weingarten es

0 O
Mp(Ax,) = 0 V3

2

Nuevamente, para p = X,(r,0) € C, recordamos la definicién de la segunda
forma fundamental

op: T,0xT,C — R
(v,w) = op(v,w) == (Ap(v), w)

Obtenemos los coeficientes de la matriz de la segunda forma fundamental. Para
ello, usamos un resultado conocido de teoria: si ¥ es la matriz de la segunda
forma fundamental o, (en la base B), M es la matriz de la primera forma
fundamental respecto de la base B, y Ax, es la matriz del endomorfismo de
Weingarten respecto de B, se cumple que

Ax. =M%

s

Multiplicando por M a la izquierda, y usando que en nuestro caso Ay, =
Mgp(Ax,), y M = Mg(g,), tenemos que

10 0 0 0 0
E - MAXS = MB(gp)MB<AXs) = (0 7~2> O E - 0 \/_gfr
2r 2

La curvatura de Gauss y curvatura media vienen dadas, respectivamente, por
1
K(p)=detA, H(p) = Etr(Ap)

y en este ejercicio p = X,(r,0) y A, = Mp(Ay,). La curvatura de Gauss es

0 0
K=| V=0
2r

y la curvatura media es
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Curvas y Superficies. Examen V

Las direcciones principales son las rectas vectoriales generadas por los vectores
propios asociados a cada uno de los valores propios del endomorfismo de Wein-
garten. Sabemos por teoria que estos ltimos son aplicaciones ki, ky : C' — R
con ky(p) < ko(p) que verifican

1
H:kl'kQ Hzé(lﬂl‘i‘kg)

Ya conocemos K y H, por lo que se trata de resolver el siguiente sistema

]{?1]{?2 - O
V3

1
—(ky 4+ ko) = =—
2(1+ 2> 4r

La segunda ecuaciéon equivale a que

k1+k2:_7’

e

y de la primera se deduce que o bien k; = 0 o bien ky = 0. Siguiendo el
convenio ki (p) < ka(p), como v/3/(2r) > 0, deducimos que

V3

~ o

]{Zl - 0, kg

Ahora, las direcciones principales las obtenemos viendo quiénes son los vectores
propios de los subespacios propios de Ay,. Como

AXS((XS)T') =0

Ax (X0 = L%,

esta claro que ((X;),) es la direccién principal asociada a ky = 0, y ((Xs)g) es
la direccién principal asociada a ky = v/3/(2r).

La pregunta sobre geodésicas no se responde dado que ni siquiera se ha definido
en teoria qué es una geodésica.

Identificando R? \ {(0,0)} con la superficie regular

(R*\ {(0,0)}) x {0}
de R3, probar que la aplicacién
1

es una isometria local entre superficies regulares.

G:R*\{(0,00} — C,  G(u,v) = (u? — 02, 2uv, V3(u* + v?)),

No se responde dado que ni siquiera se ha definido en teoria qué es una iso-
metria y menos atin una isometria local.
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Curvas y Superficies. Examen V

Ejercicio 3. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones:

a) Si S1,S, son superficies regulares orientables isométricas en R?, entonces S
es minima si y s6lo si Sy es minima.

b) El hiperboloide
{(z,y,2) ER*: 2 +¢* =22 + 1}

es isométrico al cilindro St x R.

No se responde por el mismo motivo que en el 2¢): ni siquiera se ha definido en
teoria qué son dos superficies isométricas, ni qué es una superficie minima.
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